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Abstract. We provide quantifier-free axiomatizations for two fragments of hyperbolic geometry:
the hyperbolic geometry of restricted ruler (which can be used to draw the line joining two
distinct point, but not to construct the intersection point of two lines), segment-transporter,
and set square constructions, and the geometry of BACHMANN’s Treffgeradenebenen, and show

that both are, in a precise sense, naturally occuring fragments of standard hyperbolic geometry.
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1. F. BACHMANN [3], [2, §19,3, Satz 7| stellte und beantwortete folgende Frage: Welches ist
die Geometrie, in der genau alle Allheitsaussagen der euklidischen Standardebene giiltig sind,
die in der Sprache der mit Lineal (das nur zum Verbinden zweier Punkte, aber nicht zur
Konstruktion des Schnittpunktes zweier sich schneidender Geraden benutzt werden kann),
Rechtwinkelmafl (das sowohl zum Errichten als auch zum Féllen von Senkrechten benutzt
werden kann) und Eichma$ (oder Streckenabtrager) ausfithrbaren Grundkonstruktionen ausgedriickt
werden konnen? Es ist die Geometrie der sogenannten metrisch-euklidischen Ebenen mit freier
Beweglichkeit. Ein klassisches, mit dem vierstelligen Grundpréidikat der Streckenkongruenz
ausgedriicktes Axiomensystem fiir diese Ebenen erhélt man indem man zum Axiomensystem
fiir nicht-elliptische metrische Ebenen aus [27] das Axiom vom Rechtseit (s. [2, §6,7]) und ein
Streckenabtragbarkeitsaxiom hinzufiigt, das besagt, das eine Strecke AB auf der Geraden g,
die durch A geht, von A aus auf zwei Arten abgetragen werden kann. Aus Allheitsaussagen
bestehende Axiomensysteme fiir Varianten dieser Geometrie, in denen der Streckenabtrager
Strecken auf einer gegebenen Halbgerade abtragt oder mit einem Eichmaf} ersetzt wird, sind

in [17] (s. auch [18]) bzw. in [22] zu finden. Das Problem der algebraischen Beschreibung der
Modelle der metrisch-euklidischen Ebenen mit freier Beweglichkeit wurde in [3] und [2, §19,3,
Satz 7] gelost.

In der vorliegenden Note wird sowohl dieselbe Frage als auch eine zweite Frage, in der die
Menge der Grundkonstruktionen um ein hyperbolisches Lineal erweitert wird, fiir die hyperbolische

Standardebene beantwortet. Dabei ist das hyperbolische Lineal ein spezifisch hyperbolisches



Zeicheninstrument, das von AL-DHAHIR [1] eingefithrt wurde, mit dem man zu zwei sich
schneidenden Geraden von den Enden der ersten auf die zweite Gerade Lote féllen kann,

Eine Variante der erste Frage wurde bereits von F. BACHMANN in [4] beantwortet. Dort wird
gefragt, welches die Menge der mit Lineal, Rechtwinkelmafl und Streckenabtrager konstruierbaren
Punkte ist, wenn man von zwei Punkten O = (0,0) und A = (1,0) innerhalb des Kleinschen
Einheitskreisinneren-Modells der hyperbolischen Ebene ausgeht. Da die Antwort wesentlich
von der Wahl der Abzisse a im Punkt A = (a,0) abhéngt, und eine rein geometrische
Charakterisierung des Konstruktionsbereiches, selbst im Fall a = %, fiir den er in [4, Satz 3]
bestimmt wird, bisher nicht bekannt war, ist das Problem der Bestimmung eines Axiomensystems
der hyperbolischen Geometrie von Lineal, Rechtwinkelmafl und Streckenabtrager weder durch
die Erorterungen aus [4] noch durch die eingehenderen Untersuchungen in [7] angesprochen.
Die Antwort auf die zweite Frage, die die hyperbolische Geometrie von Lineal, Rechtwinkelmaf3,
Streckenabtrager und hyperbolischem Lineal betrifft, beantwortet zugleich die Frage nach einer
rein geometrischen Charakterisierung der in [2, §18,6] und [4] beschriebenen Treffgeradenebenen,
denn die Geometrie dieser Ebenen ist genau die hyperbolische Geometrie von Lineal, Rechtwinkelmaf,
Streckenabtrager und hyperbolischem Lineal.

Fiir nicht-konstruktive Axiomatisierungen der Geometrie in Sprachen erster Stufe sei auf [28]

hingewiesen.

2. Um genau ausdriicken zu kénnen, was wir unter der Geometrie einer bestimmten Menge

von Grundkonstruktionen verstehen, werden wir zwei Sprachen erster Stufe einfiihren, eine
einsortige S, deren Individuenvariablen Punkte sind und mit kleinen lateinischen Buchstaben
bezeichnet werden, und eine zweisortige Sprache erster Stufe S’, deren Individuenvariablen
Punkte und Geraden sind, wobei wir fiir Punkte grofie und fiir Geraden kleine lateinische
Buchstaben verwenden, und in denen gewisse Operationszeichen die Rolle der Grundkonstruktionen
spielen werden. Die Axiomensysteme bestehen ausschliellich aus Allheitsaussgen. Solche Axiomensysteme
werden konstruktiv genannt, und eine Fiille von Beispielen konstruktiver Axiomensysteme fiir
ebene Geometrien sind in [10], [5],[6], [29], [12]-[24] zu finden.

Die zwei Sprachen, in der die Axiomensysteme ausgedriickt sein werden, sind S, mit ag, ay, as, F, T
als Grundbegriffe, und S’, die als Grundbegriffe Ag, A1, A2, o, L, 7', A1 und Ay enthilt. Dabei
werden ag,a1,as (bzw. Ag, Ay, A2) als drei Punktkonstanten interpretiert; F'(abc) ist der
FuBpunkt der Senkrechten durch ¢ zu ab, falls a # b, ein beliebiger Punkt andernfalls, 7(abcd)

und 7(bacd) sind die zwei Punkte x auf der Geraden cd fiir die cz zu ab kongruent sind, falls

¢ # d ist, andernfalls beliebige Punkte, (7 ist also ein Streckenabtrager, der die Richtungen

auf einer Geraden nicht unterscheiden kann); ¢ ist ein zweistelliges Operationszeichen, dessen
Argumente Punktvariablen sind, so dal ¢(A, B) die Verbindungsgerade der Punkte A und B
liefert, falls diese verschieden sind, andernfalls eine beliebige Gerade (¢ ist also ein Lineal); L

ein zweistelliges Operationszeichen, dessen erstes Argumnent eine Punkt und dessen zweites



eine Geradenvariable ist, so dafl L (P, g) den Fuipunkt der Senkrechten von P auf g liefert;
7/ ist ein vierstelliges Operationszeichen, dessen erste drei Argumente Punktvariablen sind,
und dessen letztes eine Geradenvariable ist, so daB, 7/(A, B,C, g) und 7/(B, A, C, g) die zwei
Punkte P auf der Geraden g sind, fiir die die Strecken C'P und AB kongruent sind, falls C'
auf der Geraden g liegt (d.h. g = ¢(C,C") mit C’ # C), andernfalls zwei beliebige Punkte
sind; A; ein dreistelliges Operationszeichen, dessen Argumente Punktvariablen sind, so dafl
A(A,B,C) und A\y(A, B,C) die zwei Geraden sind, die zu (A, B) parallel sind und auf
©(A, C) senkrecht stehen, falls A, B,C drei nicht-kollineare Punkte sind (d.h. verschiedene
Punkte, fir die ¢(A, B) # ¢(A4,C)), und die Geraden ¢(A, B) und ¢(A, C) nicht orthogonal

sind, andernfalls zwei beliebige Geraden sind.!

3. Zur besseren Lesbarkeit des Axiomensystems fiir nicht-elliptische metrische Ebenen mit

Winkelhalbierbarkeit fiihren wir folgende Abkiirzungen ein:

Mabe) 1 «  T(abac) = bV 7(baac) = b,
L(abc) : «— c=aV Xabc),
ab=1cd: < c#dAN(r(abed) =dV 7(bacd) = d),
ab=cd: < (a=bAc=d)Vab= cd,
o(ab): = 7(baab).

L ist das Kollinearitatspradikat, = die Streckenkongruenzbeziehung, und ¢ die Punktspiegelungsoperation
(04, die Abbildung die mittels x +— o(az) definiert ist, ist die Spiegelung an dem Punkt a; wir
werden sie nur fiir a # x benutzen).

Ein Axiomensystem fiir nicht-elliptische metrische Ebenen, in einer einsortigen Sprache mit

Punktvariablen und mit L und = als Grundbegriffe formuliert?, wurde von K. SORENSEN [27]

angegeben. Es besteht aus den folgenden Axiomen:3

A 1 L(aba),
A 2 L(abc) — L(cba) A L(bac),
A 3 a#bA L(abc) A L(abd) — L(acd),

A 4 ab= ab,

1Wir hétten in beiden Fillen zweisortige Sprachen wihlen kénnen. Wir zogen die Axiomatisierung in einer
einsortigen Sprache deshalb vor, weil uns einsortige Sprachen, sowie die darin ausgedriickten Axiomensysteme
einfacher zu sein scheinen. S. [11] fiir Logisches zu mehrsortigen Sprachen.

’Die Bezichung = reicht zur Axiomatisierung aus, da man L(abc) durch (Juv)u # v A au = av A bu =
bv A cu = cv definieren und somit ein jedes Auftreten von L durch diese Definition ersetzen kann.

SWir driicken alle Allheitsaussagen als quantorenfreie Formeln aus.



A5 ab=cdNab=ef — cd=ef,

A 6 ab= ba,

A7 aa = bb,

A 8 ab=cc— a=0b,

A 9 (Vabea'b')(37) [a # b A L(abe) Aab = a'b' — L(a'V'd) Aac=a'd ANbe= b,

A 10 —L(abx) A L(abe) AN L(a’V/d) ANab = d'! Nbe =b'd Nac = ad'd

Nax =ad'x' Nbx =bx' — ze=a2'd,
A 11 (Vabx)(3='2') [~L(abz) — 2’ # z A ax = ax’ A bz = ba'],

A 12 —L(abx) A =L(aby) A ax = ax’ Nbx =bx' ANx # 2’ Nay = ay’ ANby = by’
Ny#y —ay=ay,

A 13 (Vabza')(Jy) [-L(abz) ANz’ # x A ax = ax’ A bx = bx’ — L(aby) A L(zz'y)],
A 14 (Yab)(F=) [a # b — L(abl’) Aab = ab' ANV #b),

A 15 (Vzyzab)(Fe)[x Ay ANy # 2z Az # x A L(zyz) A L(xzya) A ax = ay A L(yzb)

ANby = bz — cz = cx],
A 16 —L(zyz) A L(azy) A ax = ay A L(bzy) ANbz = by A L(cxz) A cx = ¢z — —L(abc),
A 17 (Jabc) —L(abc).

Neben den Axiomen A2, A3, A5, A10, A12 (mit bloB =; statt = in der Hypothese), A16,
die wir nun als in S ausgedriickt denken (d. h. L und = werden durch die entsprechenden

Definitionen ersetzt), enthélt unser Axiomensystem folgende Axiome:
C1 a#b— 7(abab) =b,

C2a#bAc#d— 71(abed) # T(bacd),

C 3 b+#c— 7(aabc) = b,

C 4 ab=1 a'b A X ach) — 7(bct'a’) = T(aca’b’) V T(bcb/a’) = T(caa’b")
VT (ebb'a') = T(aca’t’) vV r(cbb'a’) = 7(cad't’),

C 5 ab=1 a'b AN(ach) Nac=1 d'd Nbe=, b Nac=1 d/" Nbe=1 0" — =",



C 6 —L(abx) — ax =1 ac(F(abx)z) A\ bx =1 bo(F (abz)x),

C 7 —L(abx) Nz # 2’ Nax =1 ax’ Nbx =1 ba’ — 2’ = o(F(abx)z),
C 8 L(abF(abx)),

C9 a#bAL(ab)Nb#Y Nab=1 all — V' = o(ad),

C 10 z #aAb#o(ax) Na+#bA Xabx)
— (o(7(bo(az)ab)x) = o(bo(ax)) V o(r(c(ax)bab)x) = o(bo(ax))),

C 11 —L(apajaz),

C 12 a#bAc#d— L(cdr(abed)),

C 13 c#dAT(abed) =c— a=0b,

Cl4 a#bANc#dANc# e Ncde) — T(abee) = T(abed) V 7(bace) = 7(abed),
C 15 a # b A Aaxb) < a # bA F(abzr) = z.

Wir bezeichnen mit 3 dieses in S ausgedriickte Axiomensystem, das aus A2, A3, A5, A10,
A12, A16, C1-C15 besteht. Es ist leicht einzusehen, daf3 die Axiome A1-A17 aus X herleitbar
sind. A1 folgt aus der Definition von L, A4 und A6 folgen aus C1, A7 und A8 folgen aus der
Definition von =, A9 folgt aus C3, C4 und C5 (wobei C3 sichert, dafi ab =1 a'b’ — a # b),
A11 folgt aus C6, C15 (um in C6 F(abx) # x schliefen zu koénnen) und C7, A13 folgt aus
C7, C8 und C12, die Existenzaussage in Al14 folgt aus C12, C13, C14, C1 mit b’ = o(ab), die
Eindeutigkeitsaussage aus C9, A15 folgt aus C10, und A17 folgt aus C11. C12—C15 sichern
daBl 7 und F' die beabsichtigten Interpretationen haben. Laut [26, Satz 1] gilt der folgende:

Satz 1. Die Modelle von ¥ sind darstellbar als zugehirige*, den Punkt (0,0,1) enthaltende
metrische Teilebenen einer projektiv-metrischen Ebene P(K, k) dber einem pythagoreischen
Korper K, in der kein Punkt auf der Geraden [0,0,1] liegt, so daff wir die Punkte des Modells

in der Form (a,b,1) schreiben kénnen. Ein Punkt p = (a,b,1) liegt auf einer Geraden [u, v, w]

genau dann wenn au + bv + w = 0, zwei Geraden [u,v,w] und [u'v',w'] sind orthogonal
genau dann wenn uu' + vv' + kww' = 0, und zwei Strecken pp’ und qq’ sind kongruent
Fi(p,p’)?

genau dann wenn di(p,p’) = di(q,q’), wobei, falls k # 0, di(p,p’) = T By it
Fi((a,b,1),(a’, V', 1)) = k(aa’ + bb') + 1, und do((a,b, 1), (a’,b',1)) = (a —a')®> + (b — ). Im

Falle k # 0 muf fir alle p des Modells Fi(p,p) # 0 gelten.

1Eine metrische Teilebene einer projektiv-metrischen Ebene heifit zugehdrig wenn sie mit jedem Punkt auch

alle mit ihm inzidierenden Geraden der projektiv-metrischen Ebene enthélt.



Wir fiihren nun ein weiteres Axiom ein, das besagt, dafl die Konstante k kein Quadrat in
K ist. Beim Ausdriicken dieses Axioms werden wir folgende Abkiirzungen benutzen, die eine
unerléfliche Verkiirzung der Formeln erlauben: o := F(abo), 8 := F(oac),vy := F(oba),d =
F(abB),e = F(0bd), p := F(Bvo),v := F(obu).

C16 oF#aNo#bA F(oab) =0Noa=o0bAc+# oA F(ocv)=c— F(obc) # e.

Es ist stets moglich, mittels einer Koordinatentransformation (s. [7, S. 38]) unter der k in ks>
ubergefiihrt wird, also in derselben Quadratklasse bleibt, zu sichern, daf3 eine metrische Ebene
mit Winkelhalbierbarkeit (d.h. ein Modell von ¥) sowohl (0,0, 1) als auch (1,0,1) enthélt. Da
die dritte Koordinate aller Punkte 1 ist, werden wir von nun an nur die ersten zwei Koordinaten
schreiben. Gilt in solch einem Modell 9t von ¥ das Axiom C16, so mufl dessen Forderung auch
fir o = (0,0),a = (1,0),b = (0,1) giiltig sein. Fiir diese Werte von o, a,b sind o = (%, %),ﬂ =
(3007 = (0,3),8 = (52, hp)ve = (0. php) s = (1 D)o = (0, 1), = (2,). Flobe) = (0,1,
wobei z und y der Gleichung y = 422 + 4y? geniigen. Die Forderung von C16, dal F(obc) # €
1-4y _ 4a?

sei, ist gleichwertig mit y # %H, d.h. mit k # %. Da = T ist, ist die Bedingung

F(obc) # € erfiillt falls k nicht Quadrat ist. Andererseits kann sie nicht erfiillt sein, wenn k

Quadrat wire. Wire nimlich k = ¢2, so wiirde F(obc) = € fiir ¢ = (m, %_‘_4) (der ein Punkt
von 9 sein muB denn c ist der Fufipunkt der Senkrechten aus v auf der Geraden oc (die, laut

Zugehorigkeitsbedingung, eine Gerade in 91 ist)). Folglich gilt

Satz 2. Die Modelle von XU{C16} sind die in Satz 1 beschriebenen metrischen Ebenen, deren
metrische Konstante der Bedingung k & K? geniigt.

Wir behaupten, daf:

Theorem 1. Cngy(X U{C16}) = ThgyRa(R), d.h. ¥ U {C16} ist ein Aziomensystem fir die
Theorie, die alle S-Allheitsaussagen®, die in der hyperbolischen StandardebeneS giiltig sind,
enthdlt. Anders ausgedrickt, ist ¥ U {C16} ein Axiomensystem fir die ebene hyperbolische

Geometrie von Lineal, Rechtwinkelmafl und Streckenabtrager.

Beweis. Da Cngy(X U {C16}) C ThgyR2(R) trivial ist, miissen wir nur ThgyRa(R) C
Cngy(X U {C16}) beweisen. Sei M ein beliebiges Modell von ¥ U {C16}. Da die metrische
Konstante & von 9 nicht ein Quadrat im Koordinatenkérper K von 901 ist, gibt es eine
Anordnung < von K, fiir die k negativ ist. Es sei R* der reelle Abschlufl des angeordneten
Korpers (K, <). In R ist somit —k ein Quadrat. Aus dem berithmten Satz von TARSKI folgt,

*Hier sind nur diejenigen S-Allheitsaussagen gemeint, in denen die in den Operationen auftretenden

Variablen stets den Bedingungen fiir die geometrisch sinnvolle Definition der betreffenden Operation gentigen.
6R5(R) ist das Kleinsche Modell der hyperbolischen Geometrie mit R als Koordinatenkdérper, und Cnyy(A)

bezeichnet die Menge aller L-Allheitsaussagen, die aus A herleitbar sind.



daB ThgyR2(R) = ThgyR2(R*). Da, laut einem modelltheorethischen Satz von TARSKI (s.
[8, Cor. 2.4.2]), Allheitsaussagen erblich sind (d.h. in Unterstrukturen erhalten bleiben) sind
alle Aussagen aus ThgyRa(R?), also aus ThgyRa(R), bereits in 9 giiltig. Da 9 ein beliebiges
Modell von ¥ U {C16} war, ist ThgyR2(R) C Cngy(X U {C16}). O

4. Es ist leicht einzusehen, daf§ die Axiome des Axiomensystems Y sich in die Sprache S’
(ohne \; zu benutzen) iibersetzen lassen (dabei wird C14 tiberfliissig und statt C1 haben wir
A# B — 1(A,B,A ¢(A,B)) = B, so da} wir fiir A # B die Punktspiegelungsoperation o
mittels o(A, B) := 7(B, A, A, ¢(A, B)) definieren), und daf8 die folgenden Axiome geniigen,
um die Inzidenzbeziehung zu erklaren und zu sichern, daf§ jede Gerade die Verbindungsgerade

zweier Punkte ist (in C19 wird modulo 3 addiert):
C 17 $(A, B) = p(B, A),
C18 A£BAB#CAB#DAG(AB)=¢(D,C) — ¢(D, B) = ¢(B,C),

C 19 VZlg = o(L (Airg), L (A1, )AL (Aisg) #L (Ais1,9)).

Es dricke

k(A,B,C) > A=BVA=CVyp(AB)=pAC)

die Kollinearitit der drei Punkte A, B, C aus.
Wir bezeichnen mit ¥’ das so erhaltene Axiomensystem fiir metrische Ebenen mit Winkelhalbierbarkeit,

und fiihren folgende Abkiirzungen ein:

QD(A7B)T9 o= QD(A’J- (Avg)) = SD(Aa B)a
w(A,B,C): = L (Ap(c(A,B),o(L (B,p(A,QC)),B))).

Hier bedeutet ¢(A, B)Tg, da3 die Geraden ¢(A, B) und g orthogonal sind (und wird werden
diese Beziehung nur fiir A # B und A nicht auf g benutzen), und w(A, B,C) ist ein von A
verschiedener Punkt auf der Senkrechten in A auf ¢(A,C) (falls A, B und C nicht kollinear
sind).

Filigen wir ¥/ das folgende Axiom hinzu, das besagt, daf§ falls A, B,C drei nicht-kollineare
Punkte sind, und das Dreieck ABC' in A nicht rechtwinklig ist, die Geraden \;(A, B,C)
(i) verschieden sind, (ii) zu (A, B) parallel sind (wofiir wir das Parallelitdtskriterium von
BERGAU (s. [2, §14,3, S. 224 (Kriterium)]) bentitzen werden) und (iii) zu (A, C) senkrecht

stehen, so erhalten wir ein Axiomensystem fiir die in [2, §18,6] beschriebenen Treffgeradenebenen:

C 20 —k(A, B,C)A L (C,0(A, B)) # A — M (A, B,C) # As(A, B,C)
/\12:1[90(147(")(‘47B7C))—|—9‘7(L (w(A,B,C),go(A,B)),L (W(AﬂBac%Ai(A’B?C)))
Ao(A, L (A, M(A, B,C))) = o(A,C) A A £L (A, \i(A, B,O)).



Ist K ein pythagoreischer Korper, so besteht die K-Treffgeradenebene (s. [2, §18,6], [4]) aus
allen Geraden der projektiv-metrischen Ebene B(K,—1), die den Einheitskreis (die Menge
aller Punkte (z,y) mit 2 + y? = 1) in zwei verschiedenen Punkten trifft (diese Geraden
werden auch Treffgeraden genannt), und aus allen Punkten von B(K, —1), fiir die jede mit
ihnen inzidierende Gerade Treffgerade ist.

Um einzusehen, dafi die Modelle von ¥'U{C20} genau die Treffgeradenebenen sind, sei erstens
bemerkt, dafl ein Modell 9 von ¥/ U {C20} metrisch-nichteuklidisch sein muf (da C20 in
metrisch-euklidischen Ebenen (k = 0) offensichtlich falsch ist), und dafl die Polaritét in der
Idealebene von 9 hyperbolisch sein muf (s. [2, §14,3, S. 224, Aufgabe b)]), d. h. —k € K2, und
somit die metrische Konstante mittels einer Koordinatentransformation auf -1 normiert werden
kann. Da 91 eine metrische Ebene mit Winkelhalbierbarkeit ist, gilt fiir sie die Beschreibung
aus Satz 1, und somit mufl 91 alle Geraden durch den Ursprung O = (0,0) enthalten. Es
seien (z,y) und (u,v) zwei beliebige Punkte von (K, —1), die auf dem Einheitskreis liegen.
Die Geraden a und b, die den Urprung O mit den Punkten (x,y) bzw. (u,v) verbinden, sind
in 9. Falls diese Geraden iibereinstimmen, dann ist die Verbingungsgerade von (z,y) und
(u,v) in 9. Sind sie verschieden, so sei g die Senkrechte aus O auf die Verbindungsgerade von
(z,y) und (u,v). Als Gerade aus P(K, —1), die durch O geht, mufl sie in 9 sein. Sei P ein
von O verschiedener Punkt auf g, und R ein von O verschiedener Punkt auf a. Dann ist eine
der zwei Geraden A1 (O, R, P) und A\2(O, R, P) die Verbindungsgerade von (z,y) und (u,v).
Somit haben wir bewiesen, dafl sich alle Treffgeraden in 91 befinden. Andererseits miissen
alle Geraden g aus 9 Treffgeraden sein, denn sonst gébe es keine hyperbolische Parallele zu
g, was C20 verletzen wiirde. Laut Zugehorigkeitsbedingung miissen auch alle Geraden durch

Punkte aus 9t Geraden des Modells 991, d.h. Treffgeraden sein. Somit haben wir bewiesen:

Satz 3. Jedes Modell von ¥’ U {C20} ist zu einer K-Treffgeradenebene mit pythagoreischem

Koordinatenkorper K isomorph.
Ein zum Beweis des Theorems 1 Punkt fiir Punkt analoger Beweis liefert folgendes

Theorem 2. Cngy (X' U {C20}) = ThgwRa(R). Anders ausgedrickt, ist X' U {C20} ein
Axiomensystem fiir die ebene hyperbolische Geometrie von Lineal, Rechtwinkelmafs, Streckenabtrager

und hyperbolischem Lineal.

5. Es stellt sich die natiirliche Frage nach der hyperbolischen Geometrie von Lineal, Rechtwinkelma$,
Streckenabtrager und Parallellineal, d. h. die Frage nach ThryR2(R), wobei L sich von der
Sprache S’ dadurch unterscheidet, dal sie statt den Operationszeichen \; die zweistelligen
Operationszeichen 7; enthélt, wobei 71(P,l) und mo(P,1) die zwei hyperbolischen Parallelen

aus P zu [ sind, falls P nicht auf [ liegt, und beliebige Geraden falls P auf [ liegt. Erstens sei
bemerkt, daf§ die Operationen 7; in Cngw (X U {C20}) mittels

Wi(P’ QO(A’ B)) = C(P790(Aa Q(Q(Aagi)aC(PWO(AaB)))))v



wobei o(P,l) := o(L (P,1),P) der Bildpunkt der Spiegelung von P an der Geraden [ ist,
C(P,1) := @(P, L (P,1)) die Senkrechte aus P auf [ ist, und g; := ((P,o(L (P,¢(A,B)), L
(P, X\i(A, B, P)))), konstruktiv definierbar sind. In dieser Definition wurde angenommen, daf
—k(A, B, P), (A, B) /To(A, P), und da8 P nicht auf \;(A4, B, P) liegt (sonst wére m;(P, p(A, B)) :=
Ai(A, B, P) zu setzten). Dafl diese Definition tatséchlich die zwei hyperbolischen Parallelen
aus P zu p(A, B) liefert folgt aus [2, §3,6, Satz 15]. Es ist nun leicht einzusehen, dal wenn
wir zu ¥ ein Axiom hinzufiigen, das besagt, dal die Geraden 7;(P, (A, B)) durch P gehen
und zu (A, B) hyperbolisch parallel sind (wofiir wir wiederum das mit Hilfe von Inzidenz
und Senkrechtstehen ausgedriickte Parallelitdtskriterium von BERGAU benutzen), wir ein
Axiomensystem fiir die hyperbolische Geometrie von Lineal, Rechtwinkelmaf}, Streckenabtrager
und Parallellineal erhalten, fiir das die dem Satz 2, Theorem 1 bzw. Satz 3, Theorem 2 analogen
Sétze giiltig sind. Mit A" :=1 (P, ¢(A, B)) und

C 21 —x(A,B,P) — m(P,¢(A, B)) # ma(P,p(A, B))
Nizile(Pw (P, B, A))To(L (w(P, B, A),mi(P, ¢(A, B))), L (w(P, B, A),¢(A, B)))
mi(P, (A, B)) = o(P, L (w(P, B, A'), mi(P, p(A, B))))
AL (w(P,B,A"),mi(P, (A, B))) # P

gilt also

Satz 4. Jedes Modell von X' U{C21} ist zu einer Unterstruktur einer K - Treffgeradenebene mit
pythagoreischem Koordinatenkorper K, die zugleich eine metrische Ebene mit Winkelhalbierbarkeit

ist, isomorph.

Theorem 3. Cnpy(X'U{C21}) = ThryR2(R). Anders ausgedriickt, ist X' U{C21} ein Aziomensystem

fiir die ebene hyperbolische Geometrie von Lineal, Rechtwinkelmaf, Streckenabtrager und Parallellineal.

Es ist zu bemerken, daf die Operationen \; in Cng,y(X'U{C21}) nicht konstruktiv definierbar
sind, m. a. W. dafl es Modelle von ¥’ U {C21} gibt, die keine K-Treffgeradenebenen sind.
Solche Modelle liefern die verallgemeinerten KLEINschen Modelle der hyperbolischen HILBERT-
Ebenen aus [26], deren Punktmenge aus einem Kreisinnern, von dem ein infinitesimales Randgebiet
fehlt, besteht. Sei K ein euklidischer, nicht-archimedisch angeordneter Korper, sei P das
Ideal der unendlich kleinen Elemente aus K, und sei F = {X | F1(X,X) > 0, F;(X,X) ¢
P} C P(K,—1) die Punktmenge einer Struktur 9, deren Geradenmenge aus allen Geraden
aus P(K, —1) besteht, die durch Punkte aus E gehen. Mit der tiblichen Interpretation der

Operationszeichen aus L (s. Satz 1) ist 9t ein Modell von ¥/ U {C21}. Ist p € P, so gehoren
die Geraden \;(A,B,C) mit A = (0,0), B = (= 12_p2, L), C = (3,0) nicht zum Modell 90,
denn sonst miifiten die Schnittpunkte X = (+4/1 — p2,0) von \;(A,B,C) und ¢(A,C), in E

sein, was nicht sein kann, da F} (X, X) = p? € P ist.




Es ist eine offene Frage, ob 7/ durch die iibrigen Operationen aus S’ definiert werden kann,
so daf} es in einer konstruktiven Axiomatisierung tiberfliissig wird. M. a. W., kann man die
Konstruktionen des Streckenabtragers mit Lineal, Rechtwinkelmafl und hyperbolischem Lineal
durchfithren?

Es sei bemerkt, dafl auch eines der wichtigsten Fragmente der ebenen hyperbolischen Geometrie,
die Geometrie der KLINGENBERGschen verallgemeinerten hyperbolischen Ebenen, die in [9]
und [2, §14,1] in gruppentheoretischer Sprache beschrieben wurde, sowohl in der Sprache,
die allein = als Grundbegriff enthilt, als auch konstruktiv in [25] axiomatisiert wurde.”
Wir mochten hier nur noch erwidhnen, dafl alle Axiome des =-Axiomensystems aus [25]
als V3-Axiome ausgedriickt werden konnen. Die Axiome A1-A16 sind leicht dadurch einzig
mit Hilfe von = als V3-Axiome auszudriicken, daff man alle Formeln des Typs L(abc) mit
der Definition aus Fufinote 3, und alle in den Axiomen vorkommenden Formeln des Typs
—L(abc) mit (3c')a # A # ¢ Nad = ac ANbd = be ersetzt, und Axiome der Form
(Vai ...an)(370) (a1, .., an,b)in (Yai ...a,)(3b) o(a1,...,an,b) und p(ay, ..., a,,b) Ap(as,...,an,b) —
b = b spaltet. Axiom K1 aus [25], welches besagt, dal es zwei Punktepaare gibt, so dass
die zwei Geraden, die von ihnen gebildet werden, weder eine gemeinsame Senkrechte noch
einen gemeinsamen Punkt haben, kann mit Hilfe des oft zitierten Parallelitdtskriteriums von

BERGAU allein mit = als Existenzaussage ausdegriickt werden.
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